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燕浩波

多强子散射问题的格点量子色动力学研究

Based on: 

1. Haobo Yan et al., Phys. Rev. D 111 (2025) 014503 on 𝐷𝜋 → 𝐷!∗ 2300

2. Haobo Yan et al., Phys. Rev. Lett 133 (2024) 211906 on 𝜋𝜋𝜋 → 𝜔(782) (Editors’ Suggestion)

3. Haobo Yan et al., Phys. Rev. Lett 136 (2026) 141901 on 𝜋𝜋𝜋 → 𝜋(1300)

4. Haobo Yan et al., JHEP 10 (2025) 210 on OpTion package



格点谱学

简介

格点算符

构造方法

两体散射问题

𝐷𝜋 → 𝐷!∗ 2300  

三体散射问题

𝜋𝜋𝜋 → 𝜔 782

三体散射问题

𝜋𝜋𝜋 → 𝜋 1300
总结
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格点谱学简介

万有引力 强相互作用 弱相互作用 电磁相互作用
𝒪(10!"#) 𝓞(𝟏) 𝒪(10!$") 𝒪(10!%)

Ø 低能 QCD 的耦合常数很大，强子谱学成为几个前沿之一，大部分方向由实验推动

Ø 实验包括 BESIII、BelleII、LHCb，以及未来可能的 STCF 等，它们几乎每年都发现几个新粒子

Ø 理论方法有夸克模型、QCD 求和规则、重夸克有效理论等

Ø 格点 QCD 是一个从第一性原理出发、能够进行非微扰计算、能够系统改进的方法
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格点谱学简介

威尔逊

Ø 格点场论生活在离散的有限体积欧氏时空中

Ø 第一性原理

Ø 非微扰

Ø 误差可持续改进

Ø 需要大量的计算资源
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格点谱学简介

Ø 欧氏空间的路径积分写作（以两点关联函数为例）

Ø 费米子部分可积，但剩余规范部分无法严格求解

规范场 𝑈!"#(𝑥) ~ 48$ × 96 × 4 × 3% ~ 10&

体积 时间 洛伦兹颜色

Ø 可按概率 det 𝑆' e()! 重点抽样组态 𝑈

Ø 于是可以在组态上测量可观测量

Ø 格点场论既是世界观（非微扰的定义）又是方法论（非微扰的计算）
刘川《格点量子色动力学导论》
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格点谱学简介

Ø 关联函数也可写作

Ø 基态能量 𝐸* 可由有效质量估计

log
𝐶(𝑡)

𝐶(𝑡 + 1)
+→-

𝐸*

Ø 更高的激发态 𝐸. 可通过对角化关联函数矩阵获得
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格点谱学简介

Ø 格点谱学是格点 QCD 建立以来最早应用的领域，也是它最擅长的领域之一

Ø 两体散射问题

1991: Lüscher 公式

1992-2014: Lüscher 方法的各类推广

目前前沿：重子相关的散射

Ø 三体散射问题

2014-2017: 三体形式理论开始

2021: 纯排斥道 𝐼 = 3 𝜋𝜋𝜋

2021: 共振态 𝜋𝜋𝜋 → 𝑎*(1260)

2021-至今: 一些无共振态的三体道，如 𝜋𝜋𝜋、𝐾𝐾𝜋

目前前沿：寻找三体共振态

Ø 我们的愿望是从标准模型出发获得 PDG 的低激发态谱
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格点算符构造方法 (OpTion)

Ø 大部分的格点研究需要计算多点函数
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irrep operator

A1

S
Vx + Vy + Vz

S(Dx +Dy +Dz)
VxDx + VyDy + VzDz

VyDx + VzDx + VxDy + VzDy + VxDz + VyDz

AyDx →AzDx →AxDy +AzDy +AxDz →AyDz

A2

P
Ax +Ay +Az

P (Dx +Dy +Dz)
AxDx +AyDy +AzDz

AyDx +AzDx +AxDy +AzDy +AxDz +AyDz

VyDx → VzDx → VxDy + VzDy + VxDz → VyDz

E

Vx → Vy

Ax +Ay → 2Az

S(Dx →Dy)
P (Dx +Dy → 2Dz)

→2VyDx → VzDx + 2VxDy + VzDy + VxDz → VyDz

VxDx → VyDy

VzDx → VzDy + VxDz → VyDz

AzDx +AzDy →AxDz →AyDz

2AyDx →AzDx + 2AxDy →AzDy →AxDz →AyDz

AxDx +AyDy → 2AzDz

Table 16. The one-hadron operator list for group C3v with the CM momentum [n, n, n]. Notations
as in table 13.

count. This confirms that the projection method employed exhausts the set of operators
allowed by the symmetry group.

4 The construction of the N -hadron operators

4.1 Construction method

To construct multi-body operators, we let O(ωP ) in eq. (3.4) designate the N -body operators
that are built from one-hadron operators in the infinite volume,

O(ωP ) =
N∏

i=1
Oi(ωki), (4.1)

where Oi is the meson or baryon operator. The projection method is then applied to an
arbitrary number of particles and non-zero CM momentum:

OΓ,µ(ωP ) =
∑

g∈G[ !P ]
TΓ
µ,µ(g)

N∏

i=1
(gOi(ωki)g†), (4.2)

and the transformation property gOi(ωki)g† is read from eq. (3.1). Since it is not necessary to
project the one-hadron operator to the irrep of the lattice group for constructing multi-particle

– 12 –

J
H
E
P
1
0
(
2
0
2
5
)
2
1
0

irrep operator

A1

S
Vx + Vy + Vz

S(Dx +Dy +Dz)
VxDx + VyDy + VzDz

VyDx + VzDx + VxDy + VzDy + VxDz + VyDz

AyDx →AzDx →AxDy +AzDy +AxDz →AyDz

A2

P
Ax +Ay +Az

P (Dx +Dy +Dz)
AxDx +AyDy +AzDz

AyDx +AzDx +AxDy +AzDy +AxDz +AyDz

VyDx → VzDx → VxDy + VzDy + VxDz → VyDz

E

Vx → Vy

Ax +Ay → 2Az

S(Dx →Dy)
P (Dx +Dy → 2Dz)

→2VyDx → VzDx + 2VxDy + VzDy + VxDz → VyDz

VxDx → VyDy

VzDx → VzDy + VxDz → VyDz

AzDx +AzDy →AxDz →AyDz

2AyDx →AzDx + 2AxDy →AzDy →AxDz →AyDz

AxDx +AyDy → 2AzDz

Table 16. The one-hadron operator list for group C3v with the CM momentum [n, n, n]. Notations
as in table 13.

count. This confirms that the projection method employed exhausts the set of operators
allowed by the symmetry group.

4 The construction of the N -hadron operators

4.1 Construction method

To construct multi-body operators, we let O(ωP ) in eq. (3.4) designate the N -body operators
that are built from one-hadron operators in the infinite volume,

O(ωP ) =
N∏

i=1
Oi(ωki), (4.1)

where Oi is the meson or baryon operator. The projection method is then applied to an
arbitrary number of particles and non-zero CM momentum:

OΓ,µ(ωP ) =
∑

g∈G[ !P ]
TΓ
µ,µ(g)

N∏

i=1
(gOi(ωki)g†), (4.2)

and the transformation property gOi(ωki)g† is read from eq. (3.1). Since it is not necessary to
project the one-hadron operator to the irrep of the lattice group for constructing multi-particle

– 12 –

Ø 对称性从连续空间的 𝑂 3  破缺为立方群 𝑂1 或更小的小群

第三章 格点算符构造

第三章 格点算符构造

夫兵形象水，水之形，避高而趋下；兵之形，避实而击虚。水因地而制流，兵因敌而

制胜。故兵无常势，水无常形；能因敌变化而取胜者，谓之神。故五行无常胜，四时

无常位，日有短长，月有死生。

——《孙子兵法》[春秋]孙武

3.1 研究背景

第二章介绍了格点场论的基础①，粒子及其对应的量子场定义在一个四维、离散的

超立方欧氏时空格点上。物理可观测量通过对欧氏时空的关联函数进行蒙特卡罗平均

来估计。我们通常设置四个维度中的一个有较更长的尺度作为虚时间尺度使得激发态

可以充分地衰减，而剩余的三个维度具有相同的长度作为空间维度②。根据具体使用的

组态的时空对称性以及感兴趣的物理系统的对称性，我们可以用基本场（夸克、反夸

克、规范场）构造一系列具有特定量子数的内插算符 {𝐿𝑀 (𝑁) : 𝑀 = 1, · · · 𝑂op}。大部分格
点计算都依赖于多点关联函数（correlation functions）的构造与分析，其一般形式可写

为

𝑃 (𝑁1, · · · , 𝑁𝑄) = ⟨Ω|𝐿1(𝑁1)𝐿2(𝑁2) · · ·𝐿𝑄 (𝑁𝑄) |Ω⟩ (3.1)

在强子谱学中，最常见的计算对象是由相同量子数的算符构成的两点关联函数矩阵

𝑃𝑀 𝑅 (𝑁) =
∑
𝑁′ ⟨𝐿𝑀 (𝑁 + 𝑁′)𝐿†

𝑅 (𝑁′)⟩𝑆，其中利用了组态的部分时间平移不变性对 𝑁′ 在所有

时间片上求和以增加统计量。通过对关联函数矩阵求解广义本征值问题（generalized

eigenvalue problem, GEVP） [231-234]，可以ᨀ取有限体积中的一系列能级。第二章告

诉我们，这些算符与能量本征态的重叠（overlap）是 ⟨Ω|𝐿𝑀⟩。我们需要构造尽可能多
的算符来张开能量空间，利用 GEVP作为一个变分工具在时间很长时将能谱ᨀ取出来。

随着算符数目的增加，可以在感兴趣的能量区域内获得更丰富和可靠的能谱。然而，格

点的信噪比问题可能导致在激发态污染衰减前信号已经消失殆尽。因此，我们需要让

算符尽可能“长得像”QCD的能量本征算符（我们无法完全做到这一点，否则意味着

① 本章基于已发表论文 [244] H. Yan, C. Liu, L. Liu, and Y. Meng, Construction of general 𝑂-body lattice operators with

arbitrary momenta, JHEP 10, 210 (2025)

② 一些工作也使用了非正方体的格子，例如 [245]，用于探索不同对称性下的有限体积能谱。虽然有限体积能谱会

因格子对称性的改变而发生变化，但其中所包含的强子相互作用信息是不变的。这恰似素᧿训练中往往从不同

角度观察同一静物，被᧿绘的对象从未改变。

39

Ø 从真空中产生强子态（例如 𝐷𝜋, 𝜋𝜋𝜋,…）需要特定量子数的算符

Ø 一般的算符投影写为

表示一般的 𝑁体算符

⋯
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格点算符构造方法 (OpTion)

Ø Mathematica 软件 OpTion 用以构造任意不可约表示下的任意 𝑁 体算符

Ø OpTion 成为了中国格点合作组（CLQCD）的常用工具

Ø 软件已开源：https://github.com/wittscien/OpTion

Haobo Yan, Chuan Liu, Liuming Liu, Yu Meng, JHEP 10 (2025) 210

https://github.com/wittscien/OpTion
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𝐷L∗(2300) 之谜

Ø Belle 合作组 2004 年在 𝐷𝜋 不变质量谱上观

测到了一个宽共振 𝐷2∗ 2300 → 𝐷𝜋
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Ø 𝑚4#∗ ≈ 𝑚4%#∗

Ø 这是因为 𝐷2∗ 2300  质量不正确且 𝐷52∗ 2317  与 𝐷𝐾 耦合大

Satpathy et al, PRB 159 (2003) 553 Albaladejo et al, PLB 767 (2017) 465
Askkan et al, Eur. Phys. J. C (2023) 83

Ø 但使用了 Breit-Wigner 参数化

Ø 手征微扰论幺正模型的重新分析：双奇点结构
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Ø 这应当由一系列 𝑚6 上的格点计算所检验

Ø 是三体问题 𝑇77 3875 → 𝐷𝐷𝜋 的输入

Ø 2300 MeV的信号由 𝐷2∗ 2100 与 𝐷2∗ 2450  贡献

Satpathy et al., PRB 159 (2003) 553
Du et al., PRD 98 (2018) 094018
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∞

计算流程

格点量子色动力学

有限体积能谱 散射参数 共振态奇点格点算符构造

有效理论
𝓛 =

𝑭𝟐

𝟒 𝐭𝐫 𝝏𝝁𝑼𝝏𝝁𝑼#

+⋯

量子化条件

𝑺#𝑺 = 𝟏 𝑺#𝑺 = 𝟏

解析延拓

𝜋

𝜋 𝜋

Ø 利用第一节开发的软件 OpTion 构造多体算符

Ø 选择作用量，生成组态，求解夸克传播子
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规范场组态

第二章 格点量子色动力学

表 2.1 组态信息。𝐿是规范场耦合，𝑀是格距。

组态名 体积 𝑀 / fm 𝐿 𝑁̃𝑂
𝑃 𝑁̃𝑂

𝑄 𝑅𝑆 / MeV 𝑅𝑆𝑇

C24P34 243 × 64 0.10530(18) 6.200 −0.2770 −0.2310 340 4.38
C24P29 243 × 72 0.10530(18) 6.200 −0.2770 −0.2400 292 3.75
C32P29 323 × 64 0.10530(18) 6.200 −0.2770 −0.2400 292 5.01
C24P23 243 × 64 0.10530(18) 6.200 −0.2790 −0.2400 230 2.93
C32P23 323 × 64 0.10530(18) 6.200 −0.2790 −0.2400 228 3.91
C48P23 483 × 96 0.10530(18) 6.200 −0.2790 −0.2400 225 5.79
C48P14 483 × 96 0.10530(18) 6.200 −0.2825 −0.2310 133 3.56
C48P14 643 × 128 0.10530(18) 6.200 −0.2825 −0.2310 133 4.63
E28P35 283 × 64 0.08973(20) 6.308 −0.2490 −0.2170 351 4.46
E32P29 323 × 64 0.08973(20) 6.308 −0.2490 −0.2170 287 4.19
E32P22 323 × 96 0.08973(20) 6.308 −0.2490 −0.2170 215 3.14
F24P30 243 × 96 0.07746(18) 6.410 −0.2295 −0.2050 303 2.86
F32P30 323 × 96 0.07746(18) 6.410 −0.2295 −0.2050 303 3.81
F48P30 483 × 96 0.07746(18) 6.410 −0.2295 −0.2050 305 5.72
F32P21 323 × 64 0.07746(18) 6.410 −0.2320 −0.2050 210 2.67
F48P21 483 × 96 0.07746(18) 6.410 −0.2320 −0.2050 208 3.91
F64P14 643 × 128 0.07746(18) 6.410 −0.2320 −0.2050 136 3.41
G32P35 323 × 96 0.06887(12) 6.498 −0.2150 −0.1926 352 3.94
G36P29 363 × 108 0.06887(12) 6.498 −0.2150 −0.1926 297 3.73
H48P32 483 × 144 0.05187(26) 6.72 −0.1850 −0.1700 321 4.06
I64P31 643 × 128 0.03761(08) 7.020 −0.1569 −0.1475 312 3.81
I64P19 643 × 128 0.03761(08) 7.020 −0.1585 −0.1475 188 2.29

37

Ø 中国格点合作组产生的 Wilson-Clover 组态
Hu et al, PRD 09 (2024) 054507

Ø 𝑁8 = 2 + 1
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规范场组态

Ø 中国格点合作组产生的 Wilson-Clover 组态

第二章 格点量子色动力学

表 2.1 组态信息。𝐿是规范场耦合，𝑀是格距。

组态名 体积 𝑀 / fm 𝐿 𝑁̃𝑂
𝑃 𝑁̃𝑂

𝑄 𝑅𝑆 / MeV 𝑅𝑆𝑇

C24P34 243 × 64 0.10530(18) 6.200 −0.2770 −0.2310 340 4.38
C24P29 243 × 72 0.10530(18) 6.200 −0.2770 −0.2400 292 3.75
C32P29 323 × 64 0.10530(18) 6.200 −0.2770 −0.2400 292 5.01
C24P23 243 × 64 0.10530(18) 6.200 −0.2790 −0.2400 230 2.93
C32P23 323 × 64 0.10530(18) 6.200 −0.2790 −0.2400 228 3.91
C48P23 483 × 96 0.10530(18) 6.200 −0.2790 −0.2400 225 5.79
C48P14 483 × 96 0.10530(18) 6.200 −0.2825 −0.2310 133 3.56
C48P14 643 × 128 0.10530(18) 6.200 −0.2825 −0.2310 133 4.63
E28P35 283 × 64 0.08973(20) 6.308 −0.2490 −0.2170 351 4.46
E32P29 323 × 64 0.08973(20) 6.308 −0.2490 −0.2170 287 4.19
E32P22 323 × 96 0.08973(20) 6.308 −0.2490 −0.2170 215 3.14
F24P30 243 × 96 0.07746(18) 6.410 −0.2295 −0.2050 303 2.86
F32P30 323 × 96 0.07746(18) 6.410 −0.2295 −0.2050 303 3.81
F48P30 483 × 96 0.07746(18) 6.410 −0.2295 −0.2050 305 5.72
F32P21 323 × 64 0.07746(18) 6.410 −0.2320 −0.2050 210 2.67
F48P21 483 × 96 0.07746(18) 6.410 −0.2320 −0.2050 208 3.91
F64P14 643 × 128 0.07746(18) 6.410 −0.2320 −0.2050 136 3.41
G32P35 323 × 96 0.06887(12) 6.498 −0.2150 −0.1926 352 3.94
G36P29 363 × 108 0.06887(12) 6.498 −0.2150 −0.1926 297 3.73
H48P32 483 × 144 0.05187(26) 6.72 −0.1850 −0.1700 321 4.06
I64P31 643 × 128 0.03761(08) 7.020 −0.1569 −0.1475 312 3.81
I64P19 643 × 128 0.03761(08) 7.020 −0.1585 −0.1475 188 2.29

37

Hu et al, PRD 09 (2024) 054507

Ø 𝑁8 = 2 + 1

Ø 采用 4 个不同的 𝑀6 来探索手征行为

Ø 采用 3 个不同的格距来估计离散误差

Ø 采用蒸馏算法计算传播子（perambulator）

Ø 压低高激发态贡献，同时大幅减少计算量
Peardon et al PRD 80 (2009) 054506



燕浩波 HAPOF · 多强子散射问题的格点量子色动力学研究 21

∞

计算流程

格点量子色动力学

有限体积能谱 散射参数 共振态奇点格点算符构造

有效理论
𝓛 =

𝑭𝟐

𝟒 𝐭𝐫 𝝏𝝁𝑼𝝏𝝁𝑼#

+⋯

量子化条件

𝑺#𝑺 = 𝟏 𝑺#𝑺 = 𝟏

解析延拓

𝜋

𝜋 𝜋

Ø 利用第一节开发的软件 OpTion 构造多体算符

Ø 选择作用量，生成组态，求解夸克传播子

Ø 维克收缩，计算两点关联函数
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有限体积能谱示例
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Ø 静止系对称群为立方群 𝑂1，其中 𝐴*9 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑆 波
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有限体积能谱示例
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Ø 静止系对称群为立方群 𝑂1，其中 𝐴*9 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑆 波

自由能级 𝐸~2 𝑚$ + $%
& 𝑛

$
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有限体积能谱示例
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Ø 静止系对称群为立方群 𝑂1，其中 𝐴*9 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑆 波 𝑆 波有强吸引相互作用⇒

自由能级 𝐸~2 𝑚$ + $%
& 𝑛

$
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有限体积能谱示例
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相互作用能级

Ø 静止系对称群为立方群 𝑂1，其中 𝐴*9 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑆 波 𝑆 波有强吸引相互作用⇒

量子化条件拟合



燕浩波 HAPOF · 多强子散射问题的格点量子色动力学研究 26

有限体积能谱示例
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Ø 静止系对称群为立方群 𝑂1，其中 𝐴*9 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑆 波

Ø 𝑇*( 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑃 波 𝑃 波相互作用可忽略⇒
𝑆 波有强吸引相互作用⇒
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有限体积能谱示例
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Ø 静止系对称群为立方群 𝑂1，其中 𝐴*9 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑆 波

Ø 𝑇*( 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑃 波 𝑃 波相互作用可忽略⇒
𝑆 波有强吸引相互作用⇒
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有限体积能谱示例
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Ø 静止系对称群为立方群 𝑂1，其中 𝐴*9 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑆 波

Ø 𝑇*( 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑃 波 𝑃 波相互作用可忽略⇒
Ø 考察不同非质心系的能谱，给散射振幅以更强的限制

𝑆 波有强吸引相互作用⇒
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有限体积能谱示例
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Ø 静止系对称群为立方群 𝑂1，其中 𝐴*9 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑆 波

Ø 𝑇*( 表示承载了 𝐷𝜋 的 𝑃 波 𝑃 波相互作用可忽略⇒

𝐷∗

Ø 考察不同非质心系的能谱，给散射振幅以更强的限制

Ø 单道散射，限制在非弹阈下

𝑆 波有强吸引相互作用⇒
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有限体积能谱示例
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∞

计算流程

格点量子色动力学

有限体积能谱 散射参数 共振态奇点格点算符构造

有效理论
𝓛 =

𝑭𝟐

𝟒 𝐭𝐫 𝝏𝝁𝑼𝝏𝝁𝑼#

+⋯

量子化条件

𝑺#𝑺 = 𝟏 𝑺#𝑺 = 𝟏

解析延拓

𝜋

𝜋 𝜋

Ø 利用第一节开发的软件 OpTion 构造多体算符

Ø 选择作用量，生成组态，求解夸克传播子

Ø 应用量子化条件，从能谱中抽取散射参数

Ø 维克收缩，计算两点关联函数
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量子化条件

无穷体积

𝐸+1𝐸+1 𝐿

有限体积

Ø 从有限体积能谱中抽取无穷体积散射振幅

量子化条件：𝑓 ℳ(𝐸.), ℱ 𝐸., 𝐿 = 0

Ø 能级 𝐸. 和体积 𝐿 越多，对振幅 ℳ(𝐸.) 的限制就越强

确定的量子数
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∞

计算流程

格点量子色动力学

有限体积能谱 散射参数 共振态奇点格点算符构造

有效理论
𝓛 =

𝑭𝟐

𝟒 𝐭𝐫 𝝏𝝁𝑼𝝏𝝁𝑼#

+⋯

量子化条件

𝑺#𝑺 = 𝟏 𝑺#𝑺 = 𝟏

解析延拓

𝜋

𝜋 𝜋

Ø 利用第一节开发的软件 OpTion 构造多体算符

Ø 选择作用量，生成组态，求解夸克传播子

Ø 应用量子化条件，从能谱中抽取散射参数

Ø 将散射振幅解析延拓到复黎曼面，寻找奇点

Ø 维克收缩，计算两点关联函数
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散射相移与散射振幅

Ø 𝑆 波相移均从 0∘ 上升到 180∘

Ø 𝑃 波很小
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mº = 133 MeV Exp.

mº = 266 MeV
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mº = 133 MeV Exp.
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mº = 391 MeVmº = 317/305 MeV
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mº = 239 MeV

mº = 391 MeVmº = 317/305 MeV

mº = 133 MeV Exp.

mº = 266 MeV

mº = 239 MeV

mº = 391 MeVmº = 317/305 MeV

mº = 133 MeV

mº = 208 MeVmº = 208 MeVmº = 208 MeVmº = 208 MeVmº = 208 MeV

317305208133

𝑀! / MeV

束缚态 → 虚态 →共振态

Haobo Yan, Chuan Liu, Liuming Liu, Yu Meng, Hanyang Xing, Phys. Rew. D 111 (2025) 014503

Ø 𝐷2∗(2300) 奇点随 𝑀6 运动的清晰轨迹
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𝐷𝜋 − 𝐷𝜂 − 𝐷\ *𝐾 − 𝐷∗𝜋 四耦合道散射

Ø 需要多道散射寻找双奇点结构

Ø 计算了大约 𝓞(𝟏𝟎𝟎𝟎) 个格点能级

Ø 要考虑诸多分波：

Ø 𝐷𝜋 − 𝐷𝜂 − 𝐷5 b𝐾 的 𝑆 和 𝐷 波

Ø 𝐷∗𝜋 的 $𝑆*, $𝑃2, $𝑃*, $𝑃%, $𝐷*, $𝐷% , $𝐷$ 波
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𝐷𝜋 − 𝐷𝜂 − 𝐷\ *𝐾 − 𝐷∗𝜋 四耦合道散射
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𝐷𝜋 − 𝐷𝜂 − 𝐷\ *𝐾 − 𝐷∗𝜋 四耦合道散射
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Ø 初步分析，确实找到了两个奇点

Ø 统一的图像：

Ø 𝑀6 = 391 MeV: 束缚态 + 虚态 + 共振态

Ø 𝑀6 = 305 MeV :虚态 + 虚态 + 共振态

Ø 𝑀6 = 208 MeV : 共振态 + 共振态

Ø 但目前结果依赖于参数化



格点谱学

简介

格点算符

构造方法

两体散射问题

𝐷𝜋 → 𝐷!∗ 2300  

三体散射问题

𝜋𝜋𝜋 → 𝜔 782

三体散射问题
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三体 𝜋𝜋𝜋 → 𝜔 782  散射

Ø 三体问题的理论研究十分困难

Ø 诸多非微扰强相互作用难题与三体问题相关
1. Roper共振态: Burkert and Roberts, RMP 2019
2.  𝑇88奇特强子态: Hansen, Romero-López, Sharpe, JHEP 2024

（𝑇88 3875  可在非物理 𝑀9 下由 𝐷𝐷∗ 研究）

Ø 国际上三体问题共振态的研究还很初步，仅有一个工作
𝜋𝜋𝜋 → 𝑎$ 1260 : Maxim Mai et al., PRL 2021

1. 动力学更复杂
2. 数值计算困难得多
3. 需要单独推导量子化条件

Ø 考察 𝜋𝜋𝜋 散射，寻找其中的 𝜔 介子

Maglic et al (1961)

Ø 𝜔是最轻的会衰变到三体末态的强子

Ø 𝜔 在唯象上有重要意义，例如核子间小于 1 fm时的排斥相互作用、缪子反常磁距…
Sakurai (1960); Erkelenz (1974); Brown and Jackson (1976); Barkov et al., 1985; Connell et al. (1997); Bazavov et al. (2021)

Ø 大多数强子有很大的衰变到三体末态的分宽度

𝜔 介子的发现
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∞

计算流程

格点量子色动力学

有限体积能谱 散射参数 共振态奇点格点算符构造

有效理论
𝓛 =

𝑭𝟐

𝟒 𝐭𝐫 𝝏𝝁𝑼𝝏𝝁𝑼#

+⋯

量子化条件

𝑺#𝑺 = 𝟏 𝑺#𝑺 = 𝟏

解析延拓

𝜋

𝜋 𝜋

单体型
两体型
三体型
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∞

计算流程

格点量子色动力学

有限体积能谱 散射参数 共振态奇点格点算符构造

有效理论
𝓛 =

𝑭𝟐

𝟒 𝐭𝐫 𝝏𝝁𝑼𝝏𝝁𝑼#

+⋯

量子化条件

𝑺#𝑺 = 𝟏 𝑺#𝑺 = 𝟏

解析延拓

𝜋

𝜋 𝜋

维克收缩数目呈阶乘增长
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维克收缩
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维克收缩
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Ø 写代码的代码

Ø 将会开源
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有限体积能谱

Ø 两体 𝜋𝜋 → 𝜌
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有限体积能谱

Ø 两体 𝜋𝜋 → 𝜌

Ø 三体 𝜋𝜋𝜋有非平凡的结构

Ø 𝜔?
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有限体积能谱
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Ø 两体 𝜋𝜋 → 𝜌

Ø 三体 𝜋𝜋𝜋有非平凡的结构

Ø 𝜔?

共振态？

束缚态？
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∞

计算流程

格点量子色动力学

有限体积能谱 散射参数 共振态奇点格点算符构造

有效理论
𝓛 =

𝑭𝟐

𝟒 𝐭𝐫 𝝏𝝁𝑼𝝏𝝁𝑼#

+⋯

量子化条件

𝑺#𝑺 = 𝟏 𝑺#𝑺 = 𝟏

解析延拓

𝜋

𝜋 𝜋
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量子化条件

Ø 有限体积幺正化理论（FVU, Finite-Volume Unitarity)

! " Σ $%!"
幺正性固定 两体力三体力

有效理论综述见 Meißner (1988)

其他形式理论

Ø FVU [Mai and Döring, 2017]

Ø RFT [Hansen and Sharpe, 2014]

Ø NREFT [Hammer, Pang, and Rusetsky, 2017]

幺正性固定Parametrizations

Combined fit for ωω and ωωω spectra

1 GEN






→ a0 + a1σ + · · ·

→ c0
s−M2

ω
+ c1 + · · ·

2 EFT5






→ ω−M2
ρ

g2

→ s(M2
ρ−ωq+6g2f2π)(M2

ρ−ωp+6g2f2π)

g2f6π(s−M2
ω)

Fit each Mπ

! GEN: [a0, a1, c0, c1]

Fit all Mπ’s
! EFT2: [g, ω]: (Mρ =

→
2gfπ , Mω = Mρ + ω)

! EFT4 (main): [g, ω,MV, a]: (Mρ = MV + a M2
π , Mω = Mρ + ω)

5Meißner (1988).
Haobo Yan (HISKP, PKU) The ω-meson | Lattice China 2024 Oct 13, 2024 14 / 18

Parametrizations

Combined fit for ωω and ωωω spectra

1 GEN






→ a0 + a1σ + · · ·

→ c0
s−M2

ω
+ c1 + · · ·

2 EFT5






→ ω−M2
ρ

g2

→ s(M2
ρ−ωq+6g2f2π)(M2

ρ−ωp+6g2f2π)

g2f6π(s−M2
ω)

Fit each Mπ

! GEN: [a0, a1, c0, c1]

Fit all Mπ’s
! EFT2: [g, ω]: (Mρ =

→
2gfπ , Mω = Mρ + ω)

! EFT4 (main): [g, ω,MV, a]: (Mρ = MV + a M2
π , Mω = Mρ + ω)

5Meißner (1988).
Haobo Yan (HISKP, PKU) The ω-meson | Lattice China 2024 Oct 13, 2024 14 / 18

洛朗展开 有效理论形式（隐对称性方法）
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有限体积能谱
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Ø 两体 𝜋𝜋 → 𝜌

Ø 三体 𝜋𝜋𝜋有非平凡的结构

Ø 𝜔?

共振态？

束缚态？
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有限体积能谱
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∞

计算流程

格点量子色动力学

有限体积能谱 散射参数 共振态奇点格点算符构造

有效理论
𝓛 =

𝑭𝟐

𝟒 𝐭𝐫 𝝏𝝁𝑼𝝏𝝁𝑼#

+⋯

量子化条件

𝑺#𝑺 = 𝟏 𝑺#𝑺 = 𝟏

解析延拓

𝜋

𝜋 𝜋
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奇点位置

束缚态

Haobo Yan, Maxim Mai, Marco Garofalo, Ulf-G. Meißner, Chuan Liu, Liuming Liu, Carsten Urbach, Phys. Rev. Lett. 133 (2024) 211906, 编辑推荐

共振态

不同参数化方案

Ø 不同参数化方案相符

Ø 外推到物理 𝑀6

Ø 求解积分方程

𝑀; <=% = 778.0 ± 11.2 − 𝑖 3.0 ± 5 MeV
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奇点位置

Ø 不同参数化方案相符

Ø 外推到物理 𝑀6

束缚态
Ø 求解积分方程

𝑀; <=% = 778.0 ± 11.2 − 𝑖 3.0 ± 5 MeV

共振态

不同参数化方案

Ø 没有估计格距误差

Ø 没有考虑 𝐾b𝐾 耦合

Ø 正在考察 𝜔 − 𝜙 混合问题

Haobo Yan, Maxim Mai, Marco Garofalo, Ulf-G. Meißner, Chuan Liu, Liuming Liu, Carsten Urbach, Phys. Rev. Lett. 133 (2024) 211906, 编辑推荐



格点谱学

简介

格点算符

构造方法

两体散射问题

𝐷𝜋 → 𝐷!∗ 2300  

三体散射问题

𝜋𝜋𝜋 → 𝜔 782

三体散射问题

𝜋𝜋𝜋 → 𝜋 1300
总结
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三体 𝜋𝜋𝜋 → 𝜋 1300  散射

Bellini et al (1961)

Ø 下一个挑战： 𝜋 1300 ，比基态 𝜋 重 10 倍

Ø 其存在性尚存争议 ⇒ 超越对已知共振态的事后验证

Ø 是对软 𝜋 定理的验证；可能存在 m𝑞𝑞𝑔 混杂态成分

Ø 衰变到 𝜋𝜋𝜋 没有离心势，是研究 Roper 共振的第二步

𝜋 介子的发现 𝜋(1300) 的证据
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三体 𝜋𝜋𝜋 → 𝜋 1300  散射
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Ø 熟悉的 𝐼 = 0, 1, 2 𝜋𝜋能级
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三体 𝜋𝜋𝜋 → 𝜋 1300  散射
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Ø 熟悉的 𝐼 = 0, 1, 2 𝜋𝜋能级

Ø 三体 𝜋𝜋𝜋 有大量的新能级聚集

Ø 暗示着非平庸的结构：0( 的共振态
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三体 𝜋𝜋𝜋 → 𝜋 1300  散射
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Ø 暗示着非平庸的结构：0( 的共振态
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三体 𝜋𝜋𝜋 → 𝜋 1300  散射
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三体 𝜋𝜋𝜋 → 𝜋 1300  散射
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Ø 暗示着非平庸的结构：0( 的共振态

基态 𝜋
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𝜋 1300  奇点位置

Ø 𝑀6 = 305 MeV 找到共振态

Ø 𝑀6 = 208 MeV  只有一些样本有共振奇点（ 5𝑀6  阈）

Ø 对两体用 mIAM 方法，三体力作洛朗展开

Ø 外推到物理点

Haobo Yan, Maxim Mai, Marco Garofalo, Yuchuan Feng, Micheal Döring, Chuan Liu, Liuming Liu, Ulf-G. Meißner, Carsten Urbach, Phys. Rev. Lett. 136 (2026) 141901

𝑀6 *$22 = 1169 ± 46 − 𝑖 62 ± 169 MeV

𝑀>(<<2) = 727 ± 3 − 𝑖 72 ± 1 MeV

𝑀8#(A22) = 433 ± 7 − 𝑖 250 ± 7 MeV

Mω = 305MeV

Mω = 208MeV
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Ø 可以考虑其他径向激发态



格点谱学

简介

格点算符

构造方法

两体散射问题

𝐷𝜋 → 𝐷!∗ 2300  

三体散射问题

𝜋𝜋𝜋 → 𝜔 782

三体散射问题

𝜋𝜋𝜋 → 𝜋 1300
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总结

Ø 格点场论是研究强子谱学强大的方法，我们正处于格点场论由两体迈向多体的转折点

Ø 第一性原理计算表明 QCD 可以涌现出 𝜔 782 介子和 𝜋(1300) 介子

Ø 相比实验观测，格点知道得还很少

谢谢！
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格点算符构造方法 (OpTion)

Ø 大部分的格点研究需要计算多点函数
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irrep operator

A1

S
Vx + Vy + Vz

S(Dx +Dy +Dz)
VxDx + VyDy + VzDz

VyDx + VzDx + VxDy + VzDy + VxDz + VyDz

AyDx →AzDx →AxDy +AzDy +AxDz →AyDz

A2

P
Ax +Ay +Az

P (Dx +Dy +Dz)
AxDx +AyDy +AzDz

AyDx +AzDx +AxDy +AzDy +AxDz +AyDz

VyDx → VzDx → VxDy + VzDy + VxDz → VyDz

E

Vx → Vy

Ax +Ay → 2Az

S(Dx →Dy)
P (Dx +Dy → 2Dz)

→2VyDx → VzDx + 2VxDy + VzDy + VxDz → VyDz

VxDx → VyDy

VzDx → VzDy + VxDz → VyDz

AzDx +AzDy →AxDz →AyDz

2AyDx →AzDx + 2AxDy →AzDy →AxDz →AyDz

AxDx +AyDy → 2AzDz

Table 16. The one-hadron operator list for group C3v with the CM momentum [n, n, n]. Notations
as in table 13.

count. This confirms that the projection method employed exhausts the set of operators
allowed by the symmetry group.

4 The construction of the N -hadron operators

4.1 Construction method

To construct multi-body operators, we let O(ωP ) in eq. (3.4) designate the N -body operators
that are built from one-hadron operators in the infinite volume,

O(ωP ) =
N∏

i=1
Oi(ωki), (4.1)

where Oi is the meson or baryon operator. The projection method is then applied to an
arbitrary number of particles and non-zero CM momentum:

OΓ,µ(ωP ) =
∑

g∈G[ !P ]
TΓ
µ,µ(g)

N∏

i=1
(gOi(ωki)g†), (4.2)

and the transformation property gOi(ωki)g† is read from eq. (3.1). Since it is not necessary to
project the one-hadron operator to the irrep of the lattice group for constructing multi-particle

– 12 –
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2
1
0

magnetic current and measures the electric charge of a hadron. To interpolate states with
higher spins or quantum numbers that are inaccessible through simple gamma matrices, it
is useful to introduce spatial separation between the quarks and connect them via gauge
links. A convenient technique is to insert covariant derivatives between the quarks [24, 25],
as employed by many studies, see e.g., refs. [26–30]. For alternative techniques, see ref. [31].

In previous methods, operators with good quantum numbers |jm→ were first projected
onto the helicity basis, a process that involves the complexity of rotating operators into states
with well-defined |jω→ on a finite volume. This requires a two-stage rotational procedure and
the selection of a reference direction. Subsequently, the helicity operators were “subduced”
into the irreps of the lattice group, which entails calculating Clebsch-Gordan coefficients for
each lattice group individually. In this work, we adopt a more straightforward approach,
directly projecting operators into the irreps of the lattice groups. This method can also
be extended for use in N -hadron projections.

3.1 Construction method

In the SU(2) group, if an operator has well-defined |jm→, it will transform covariantly under
the group element g as

gAjmg† = (−1)P
∑

m′
Ajm′Dj

m′m(g), (3.1)

where J = 0 for scalar and pseudoscalar mesons, J = 1 for vector and axial vector mesons,
and J = 1

2 for nucleons. (−1)P accounts for the internal P -parity of the particle. For
vector-like mesons, suppose that the operator Ax, Ay, Az forms a Cartesian vector, then we
can build the rank-1 irreducible tensor A1m by

A1,±1 = ∓
i√
2
(Ax ∓ iAy), A1,0 = iAz (3.2)

such that A1m satisfies eq. (3.1) with j = 1. In the same way, one could write down irreducible
tensors with higher ranks. The basic building blocks, the gamma matrices Γ1m and the
covariant derivatives ←→D 1m are written in the irreducible tensor form as in eq. (3.2).

This process is equivalent to what was done in refs. [24, 25], which is formally

OJM ("P ) =
∑

i

CGs(mi)×
∑

!x

e−i!P ·!xψ̄′("x, t)Γm1

∏

i>1

←→D miψ("x, t). (3.3)

Instead of constructing the helicity operators, we apply the irrep projection directly
from the continuum operators, see e.g., ref. [15]. The desired operators with specific irrep
Γ, row µ, with CM momentum "P are given by

OΓ,µ("P ) =
∑

g∈G[ !P ]
TΓ
µ,µ(g) gO("P )g†, (3.4)

where TΓ
µ,µ is the diagonal matrix elements of the irrep Γ, and g loops over all elements in

the (little) group G. The relation between G and the CM momenta is tabulated in table 1.
O("P ) is an operator with arbitrary form, and is here chosen to be OJM ("p) in eq. (3.3). We
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J
H
E
P
1
0
(
2
0
2
5
)
2
1
0

irrep operator

A1

S
Vx + Vy + Vz

S(Dx +Dy +Dz)
VxDx + VyDy + VzDz

VyDx + VzDx + VxDy + VzDy + VxDz + VyDz

AyDx →AzDx →AxDy +AzDy +AxDz →AyDz

A2

P
Ax +Ay +Az

P (Dx +Dy +Dz)
AxDx +AyDy +AzDz

AyDx +AzDx +AxDy +AzDy +AxDz +AyDz

VyDx → VzDx → VxDy + VzDy + VxDz → VyDz

E

Vx → Vy

Ax +Ay → 2Az

S(Dx →Dy)
P (Dx +Dy → 2Dz)

→2VyDx → VzDx + 2VxDy + VzDy + VxDz → VyDz

VxDx → VyDy

VzDx → VzDy + VxDz → VyDz

AzDx +AzDy →AxDz →AyDz

2AyDx →AzDx + 2AxDy →AzDy →AxDz →AyDz

AxDx +AyDy → 2AzDz

Table 16. The one-hadron operator list for group C3v with the CM momentum [n, n, n]. Notations
as in table 13.

count. This confirms that the projection method employed exhausts the set of operators
allowed by the symmetry group.

4 The construction of the N -hadron operators

4.1 Construction method

To construct multi-body operators, we let O(ωP ) in eq. (3.4) designate the N -body operators
that are built from one-hadron operators in the infinite volume,

O(ωP ) =
N∏

i=1
Oi(ωki), (4.1)

where Oi is the meson or baryon operator. The projection method is then applied to an
arbitrary number of particles and non-zero CM momentum:

OΓ,µ(ωP ) =
∑

g∈G[ !P ]
TΓ
µ,µ(g)

N∏

i=1
(gOi(ωki)g†), (4.2)

and the transformation property gOi(ωki)g† is read from eq. (3.1). Since it is not necessary to
project the one-hadron operator to the irrep of the lattice group for constructing multi-particle
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Ø 对称性从连续空间的 𝑂 3  破缺为立方群 𝑂1 或更小的小群

第三章 格点算符构造

第三章 格点算符构造

夫兵形象水，水之形，避高而趋下；兵之形，避实而击虚。水因地而制流，兵因敌而

制胜。故兵无常势，水无常形；能因敌变化而取胜者，谓之神。故五行无常胜，四时

无常位，日有短长，月有死生。

——《孙子兵法》[春秋]孙武

3.1 研究背景

第二章介绍了格点场论的基础①，粒子及其对应的量子场定义在一个四维、离散的

超立方欧氏时空格点上。物理可观测量通过对欧氏时空的关联函数进行蒙特卡罗平均

来估计。我们通常设置四个维度中的一个有较更长的尺度作为虚时间尺度使得激发态

可以充分地衰减，而剩余的三个维度具有相同的长度作为空间维度②。根据具体使用的

组态的时空对称性以及感兴趣的物理系统的对称性，我们可以用基本场（夸克、反夸

克、规范场）构造一系列具有特定量子数的内插算符 {𝐿𝑀 (𝑁) : 𝑀 = 1, · · · 𝑂op}。大部分格
点计算都依赖于多点关联函数（correlation functions）的构造与分析，其一般形式可写

为

𝑃 (𝑁1, · · · , 𝑁𝑄) = ⟨Ω|𝐿1(𝑁1)𝐿2(𝑁2) · · ·𝐿𝑄 (𝑁𝑄) |Ω⟩ (3.1)

在强子谱学中，最常见的计算对象是由相同量子数的算符构成的两点关联函数矩阵

𝑃𝑀 𝑅 (𝑁) =
∑
𝑁′ ⟨𝐿𝑀 (𝑁 + 𝑁′)𝐿†

𝑅 (𝑁′)⟩𝑆，其中利用了组态的部分时间平移不变性对 𝑁′ 在所有

时间片上求和以增加统计量。通过对关联函数矩阵求解广义本征值问题（generalized

eigenvalue problem, GEVP） [231-234]，可以ᨀ取有限体积中的一系列能级。第二章告

诉我们，这些算符与能量本征态的重叠（overlap）是 ⟨Ω|𝐿𝑀⟩。我们需要构造尽可能多
的算符来张开能量空间，利用 GEVP作为一个变分工具在时间很长时将能谱ᨀ取出来。

随着算符数目的增加，可以在感兴趣的能量区域内获得更丰富和可靠的能谱。然而，格

点的信噪比问题可能导致在激发态污染衰减前信号已经消失殆尽。因此，我们需要让

算符尽可能“长得像”QCD的能量本征算符（我们无法完全做到这一点，否则意味着

① 本章基于已发表论文 [244] H. Yan, C. Liu, L. Liu, and Y. Meng, Construction of general 𝑂-body lattice operators with

arbitrary momenta, JHEP 10, 210 (2025)

② 一些工作也使用了非正方体的格子，例如 [245]，用于探索不同对称性下的有限体积能谱。虽然有限体积能谱会

因格子对称性的改变而发生变化，但其中所包含的强子相互作用信息是不变的。这恰似素᧿训练中往往从不同

角度观察同一静物，被᧿绘的对象从未改变。

39

Ø 从真空中产生强子态（例如 𝐷𝜋, 𝜋𝜋𝜋,…）需要特定量子数的算符

Ø 一般的算符投影写为

表示一般的 𝑁体算符

在 𝑆𝑈(2) 转动下满足

⋯
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Short introduction to lattice QCD

Ø Correlation functions are calculated by Wick contractions

Ø Impossible to perform the path integral

Dimension  ~ 48# × 96 × 4 × 3 ~ 10$

volume time spin color

Ø Generate Monte-Carlo ensembles of 𝑈 according to the gauge action

Ø Then measure QCD on them
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Eg: Finite-volume spectra at 𝑚p ≈ 305 MeV
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量子化条件

Ø 有限体积幺正化理论（FVU, Finite-Volume Unitarity)

! " Σ $%!"
幺正性固定 两体力三体力

有效理论综述见 Meißner (1988)

Ø 两体是三体的输入
Ø 需要对旁观粒子动量作截断，结果并不敏感
Ø 阈下 q𝐾(* → 0

其他形式理论

Ø FVU [Mai and Döring, 2017]

Ø RFT [Hansen and Sharpe, 2014]

Ø NREFT [Hammer, Pang, and Rusetsky, 2017]

幺正性固定Parametrizations

Combined fit for ωω and ωωω spectra

1 GEN






→ a0 + a1σ + · · ·

→ c0
s−M2

ω
+ c1 + · · ·

2 EFT5






→ ω−M2
ρ

g2

→ s(M2
ρ−ωq+6g2f2π)(M2

ρ−ωp+6g2f2π)

g2f6π(s−M2
ω)

Fit each Mπ

! GEN: [a0, a1, c0, c1]

Fit all Mπ’s
! EFT2: [g, ω]: (Mρ =

→
2gfπ , Mω = Mρ + ω)

! EFT4 (main): [g, ω,MV, a]: (Mρ = MV + a M2
π , Mω = Mρ + ω)

5Meißner (1988).
Haobo Yan (HISKP, PKU) The ω-meson | Lattice China 2024 Oct 13, 2024 14 / 18
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洛朗展开 有效理论形式（隐对称性方法）
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Analytic continuation example

Ø It is possible to do a smooth 
analytical continuation in our 
energy of interest

Ø Spectator momentum cutoff is 
chosen such that the analytical 
continuation covers the interested 
region of the Riemann sheet

Sadasivan PRD (2022)


