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背景

手征对称性自发破缺在 QCD 低能动力学有着重要作用。

QCD 的手征对称性 SU(2)L × SU(2)R 自发破缺成 SU(2)V，产生三个 Goldstone π 介子。

1960，Gell-Mann 和 Levy 首次提出一个模型—线性 σ 模型来描述 QCD 的这种性质，除了三
个 π 介子，该模型还引入了一个 σ 粒子[M. Gell-Mann and M. Levy, 1960]。

手征对称性的另一种实现是后来被称为手征微扰场论 (χPT [J. Gasser and H.
Leutwyler,1984,1985]) 的有效理论，在该理论中，并不需要 σ 粒子。

随着能量的增大，χPT 失效，此时需要做幺正化。而幺正化以后，ππ 的散射振幅便动力学产
生了一对共振态，即 f0(500) [J. R. Pelaez,2004]。

PKU 表示[Z. Xiao and H. Q. Zheng,2001]以及同时满足幺正性、解析性和交叉对称性的 Roy
方程[S. M. Roy,1971]都证明了 f0(500) 共振态的存在性[I. Caprini, G. Colangelo,etc.,2006]，
并给出了其位置。。

f0(500) 与线性 σ 模型中 σ 的关系，χPT 并不能告诉我们。而 O(N) 线性 σ 模型，当
N → ∞ 时，是可解的，因此该模型可能可以回答它们之间的关系。
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格点 QCD 的快速发展，让我们能够在不同 π 质量下计算 ππ 散射的相移。

用 K 矩阵分析 mπ = 391MeV ππ 散射振幅，发现 f0(500) 已成为了一个束缚态，而
mπ = 236MeV 时还是一个共振态[R. A. Briceno, J. J. Dudek,etc.,2017]。

PKU 表示结合 BNR 关系也表明当 mπ = 391MeV，f0(500) 是一个束缚态[X.-L. Gao, Z.-H.
Guo,etc., 2022]。

最严格的 Roy 方程结合格点数据，以一种模型无关的方式证明了，当 mπ = 391MeV，不仅
f0(500) 是一个束缚态，该道的散射振幅还存在一对共振态[X.-H. Cao, QZL, etc., 2023]。
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O(N) 线性 σ 模型简介
O(N) 线性-σ 模型拉氏量：

L =
1

2
∂µϕa∂

µϕa −
1

2
µ2
0ϕaϕa −

λ0

8N
(ϕaϕa)

2 + αϕN a = 1, . . . ,N (1)

µ2
0 < 0：对称性自发破缺，O(N) → O(N − 1), ⟨ϕ⟩ = ⟨ϕN⟩ = v ̸= 0。

N − 1 个赝标 Goldstone 粒子：πa, a = 1, . . . ,N − 1。
α：显式破缺项，给 πa 粒子提供质量。

在非破缺相计算粒子 a 与 b 的散射过程

(a): 1/N 阶；

(b), (c), (d) : 1/N 阶 顶角 (1/N)× N 个粒

子求和

(e) : 1/N2

特别地，(b), (e) 的拓扑结构一样。
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为了更方便的计算 1/N 领头阶，引入辅助场 χ [S. R. Coleman,1974] ：

L →L+
N
2λ0

(
χ−

λ0

2N
ϕaϕa − µ2

0

)2

=
1

2
∂µϕa∂

µϕa + αϕN +
N
2λ0

χ2 −
1

2
χϕaϕa −

Nµ2
0

λ0
χ

(2)

完全平方项，生成泛函仅贡献一个高斯因子。

消除了 ϕ4 自相互作用项和质量项 ϕ2。

χ 的传播子为 O(1/N)。

n 点正规顶角的生成泛函—有效作用量：

Γ(ϕ, χ) =

∫
d4x

(
1

2
∂µϕa∂

µϕa + αϕN +
N
2λ0

χ2 −
1

2
χϕaϕa −

Nµ2
0

λ0
χ

)
+

i
2

NTr log(∂2 + χ− iϵ) (3)
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当 ϕ, χ 与时空无关时，有效作用量退化到 −V(ϕ, χ)，这里的 V 代表有效势：

V(ϕ, χ) = −αϕN −
N
2λ0

χ2 +
1

2
χϕaϕa +

Nµ2
0

λ0
χ−

i
2

N
∫ d4l

(2π)4
log(−l2 + χ− iϵ) . (4)

重整化条件：

µ(M)2

λ(M)
=

µ2
0

λ0
+

i
2

∫ d4l
(2π)4

1

l2 + iϵ
(5)

1

λ(M)
=

1

λ0
−

i
2

∫ d4l
(2π)4

1

(l2 + iϵ)(l2 − M2 + iϵ)
. (6)

有效势的最小值给出场的真空期望值：
∂V
∂χ

= 0 :

ϕaϕa =
2N
λ

χ−
2Nµ2

λ
−

N
16π2

χ log χ

M2
(7)

∂V
∂ϕa

= 0:
χϕa = 0 (a < N), χϕN − α = 0 (8)

* ⟨πa⟩ = 0，⟨ϕN⟩ = v = α/⟨χ⟩, ⟨χ⟩ = m2
π

* fπ 的定义：⟨0|Aµ
a (x)|π⟩ = ipµfπe−ip·x

* PCAC: ∂µAµ
a (x) = απa ⇒ v = fπ
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对场做如下平移：
σ = ϕN − v, τ = χ− m2

π (9)
新场的有效作用量：

Γ(π, σ, τ) =

∫
d4x

(
1

2
∂µπa∂

µπa +
1

2
∂µσ∂

µσ −
1

2
m2

π

(
πaπa + σ2

)
+

N
2λ0

τ2

−
1

2
τπaπa −

1

2
τσ2 − vτσ +

[
N
λ0

m2
π −

1

2
v2 −

Nµ2
0

λ0

]
τ

)
+

i
2

N Tr log
(
∂2 + m2

π + τ − iϵ
)

(10)

π 场只与 τ 场有耦合： 1
2
τπaπa

σ 场与 τ 场有混合：vτσ
考虑 ππ 弹性散射过程：
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Tπaπb→πcπd = iDττ (s)δabδcd + iDττ (t)δacδbd + iDττ (u)δadδbc (11)

Dττ 为 τ 场的传播子。

由于 τ, σ 场之间的混合，我们需要考虑一个 2× 2 的矩阵：

D−1
(
p2

)
= −i

(
p2 − m2

π −fπ
−fπ N/λ0 + NB0

(
p2,mπ

) )
στ

(12)

B0

(
p2,mπ

)
=

−i
2

∫ d4l
(2π)4

1

(l2 − m2
π + iϵ) ((l + p)2 − m2

π + iϵ)
(13)

τ 场的传播子：

Dττ
(
p2

)
=

i
(
p2 − m2

π

)
(p2 − m2

π) (N/λ0 + NB0 (p2,mπ))− f2π
(14)

σ 场的传播子

Dσσ
(
p2

)
=

i
(
1/λ0 + B0

(
p2,mπ

))
(p2 − m2

π) (1/λ0 + B0 (p2,mπ))− f2π/N
(15)

重整化
1

λ(M)
+ B

(
p2,mπ ,M

)
=

1

λ0
+ B0

(
p2,mπ

)
(16)

定义重整化标度 M，使得 1/λ(M) = 0，λ(M) → ∞。
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B (s,mπ ,M) =
1

32π2

(
1 + ρ(s) log ρ(s)− 1

ρ(s) + 1
− log m2

π

M2

)
, ρ(s) =

√
(s − 4m2

π) /s (17)

I = 0, J = 0 散射道振幅[R. S. Chivukula,1991]：

T00(s) =
iNDττ (s)

32π
= −

1

32π

s − m2
π

(s − m2
π)B (s,mπ ,M)− f2π/N

(18)

t-道与 u-道为 1/N 阶。
没有交叉对称性。
满足幺正性条件：

Im T00(s) = ρ(s) |T00(s)|2 (19)
Alder zero: s = m2

π

σ 共振态的位置，即 S = 1 + 2iρT 矩阵在 I 叶的零点：(
s − m2

π

)
BII (s,mπ ,M)− f2π/N = 0, (20)

BII (s,mπ ,M) ≡ B (s,mπ ,M)− iρ(s/(16π)), (21)
当 mπ 增大时，共振态极点会逐渐跑到阈下实轴上成为两个虚态，然后一个虚态往右跑，最终
在当 mπ = mc 时，越过割线跑到第 I 叶上，变成束缚态，其中：

log m2
c

M2
= 1−

32π2f2π
3m2

cN
(22)

mc ≃ 242MeV。
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O(N) 领头阶
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表: mπ ≃ 390MeV，σ 是一个束缚态

O(N)LO Roy 方程
左手割线位置 (−∞, 0) (−∞, 4m2

π − m2
σ)

Adler zero mπ，实轴上 206+29
−18 ± i(225+3

−18)MeV，复平面上
阈下共振态 不存在

(
269+40

−25

)
− i

(
211+26

−23

)
MeV

O(N)LO 振幅左手割线位置是错的。

当 σ 成为束缚态时，u 道和 t 道振幅会贡献新的左手割线，而 O(N)LO 并没有包含 t 道和 u 道，
因为这两项都是 NLO，这也表明LO 振幅破坏了交叉对称性。由于完整的 NLO 振幅计算太复杂，
因此我们只能采取一些方法近似地考虑交叉道的影响。
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O(N) 线性 σ 模型 +N/D 方法
考虑部分 NLO 的振幅:

T00(s) =
N − 1

32π
ALO(s) + Itu(s)

ALO(s) = m2
π − s

(s − m2
π)NB (s,mπ ,M)− f2π

Itu(s) =
1

16π (s − 4m2
π)

∫ 0

4m2
π−s

dtALO(t)

(23)

当 σ 变为束缚态后，Itu(s) 会自动产生新的割线：(−∞, 4m2
π − m2

σ)。

虽然恢复了部分的交叉对称性，但不满足幺正性。

N/D 方法来恢复幺正性。
不失一般性，把分波振幅 T(s) = N(s)

D(s)

N(s) 只包含左手割线：
ImL N(s) = D(s) ImL T(s) (24)

D(s) 只包含右手割线：
ImR D(s) = −ρ(s)N(s) (25)
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对二者分别做两次减除并写下色散关系：

D(s) = 1 + a0(s − s0)−
(s − s0)2

π

∫
R

ρ (s′)N (s′)
(s′ − s) (s′ − s0)2

ds′

N(s) = b0 + b1(s − s0) +
(s − s0)2

π

∫
L

D (s′) ImL T (s′)
(s′ − s) (s′ − s0)2

ds′
(26)

把 D(s) 代入 N(s) 中将得到一个关于 N(s) 的积分方程。
输入 ImL T(s) 便可数值求解该方程。

输入：

T00(s) =
N − 1

32π
ALO(s) + Itu(s) (27)

我们便得到了有幺正性，也具有部分交叉对称性的振幅。然后我们再看 mπ 变动下振幅的极点情况。
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有限温中 σ 共振极点的跑动轨迹

随着温度升高，QCD 的手征对称性将慢慢恢复; [H. T. Ding et al. (HotQCD), 2019]
在没有显式破缺的 O(N) 中，临界温度 Tc ≃

√
12/Nfπ ≃ 160MeV; [A. Bochkarev, 1996; J.

O. Andersen, 2004]
临界温度以上，没有显式破缺时 σ 和 π 的质量应该简并；

有限温下，真空期望值 v 与 m2
π [J. O. Andersen, 2004]:

v2(T) = f2π +
N

16π2

(
m2

π log m2
π

M2
− m2

π(T) log m2
π(T)

M2

)
− NAT ̸=0

(
m2

π(T)
)

α = v(T)m2
π(T)

(28)

T = 0，v(T) = fπ，mπ(0) = mπ ;

AT̸=0
(
m2

π(T)
)
=

∫ ∞

0

dk
2π2

k2nB (ωk)

ωk

β = 1/T, ωk =
√

k2 + m2
π(T) ，nB (ωk) =

(
eβωk − 1

)−1 (Bose-Einstein 分布)
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图: v(T)[左] 和 mπ(T)[右] 随着温度升高的曲线；

没有显式破缺时，mπ(0) = 0，存在一个二级相变，Tc ≃ 160MeV；
存在显式破缺，mπ(0) ̸= 0，没有相变，但 v(T) → 0 随着温度的升高。
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有限温下，零头阶 ππ 散射振幅：

T T
00(s) = −

1

32π

s − m2
π(T)

(s − m2
π(T))BT (s,mπ(T),M)− v2(T)/N

, (29)

有限温时的两点关联函数：

BT (s,mπ(T),M) = B (s,mπ(T),M) + BT̸=0 (s,mπ(T))

BT̸=0 (s,mπ(T)) =

∫ ∞

0

dkk2

8π2ω2
k

nB (ωk)

(
1

E + 2ωk
−

1

E − 2ωk

)
,

(30)

图: σ 共振态的质量和宽度随着温度的变化曲线。从左到右，mπ(0) = 200, 139, 80 MeV
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总结

在 O(N) 线性 σ 模型中，随着 mπ 质量的增大，σ 也将从一个共振态变成一个束缚态，与
f0(500) 性质一样。

当考虑部分交叉对称性后，由 O(N) 模型得到的图像与 Roy 方程的定性上完全一致。这进一步
表明 O(N) 模型中的 σ 就是 f0(500)。

ππ 散射过程中的 f0(500) 也扮演着与 σ 在 O(N) 模型中同样的角色-为对称性自发破缺提供真
空期望值。

当温度升高时，σ 共振极点会先跑到实轴上成为一对虚态，然后其中一个将穿过阈到第一黎曼
页成为束缚态。而在高温下，它会趋近 π 介子质量。

启发我们研究 πN 散射中 N∗(920) [ X.-H. Cao, QZL, and H.-Q. Zheng, 2022] 随着介子质量
和温度的跑动轨迹。
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